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چكيده

در روش‌های مرسوم موازنه جرم، برای تعیین عیار فلز، درصد جامد و توزیع دانه‌بندی نمونه‌برداری در مسیرها )شاخه‌ها( انجام می‌شود 
و در نهایت خطاهای مربوط به آنها سرشکن می‌شود. در این روش‌ها، برای هر واحد فرآوری )تجهیزات کارخانه(، در خصوص مقدار بار و عیار 
یا محتوای فلز اطلاعات لحظه‌ای وجود ندارد. در اين مقاله با بهره‌گيري از نظريه فرآيند‌هاي تصادفي، مقادير کمي و کيفي بار ورودي به هر 
يک از واحدهاي عملياتي در مسير فرآوري به شکل احتمالات در نظر گرفته و توزيع بار در واحدهاي مذکور برآورد شده است. به اين منظور، 
ابتدا کارخانه فرآوري به صورت يک گراف جهت‌دار و موزون مدل‌سازي شده است. در اين گراف، هرگره بيانگر يک واحد عملياتي و هر يال، 
نشان‌دهنده مسير واقع بين دو واحد است. وزن هر يال معرف وزن مواد عبوري در مسير از گره‌ای به گره ديگر بوده و در يک بازه زماني مشخص 
به‌عنوان يک متغير تصادفي منظور شده است. پس از مدل‌سازي فرآيند، مدل گرافي به‌دست آمده که در برگيرنده شاخص‌های تصادفي است با 
استفاده از نظريه "زنجيرهاي مارکف" تحليل شده است. با روش ارایه شده در این مقاله نه تنها توزيع بار، بلکه احتمال حضور هر ذره يا کاني، 
در هر يک از واحدهاي عملياتي کارخانه فرآوری نیز قابل پيش‌بيني است. همچنین در صورت توقف کارخانه، می‌توان تناژ موجود در هر یک از 
واحدها را تخمین زد و اقدامات لازم برای تخلیه آنها را فراهم کرد. در اين تحقیق، خط فرآوري سنگ آهن چادرملو با روش بالا، مدل‌سازي و 

نتايج حاصل تحليل و سپس با استفاده از شاخص‌های احتمالات گزارش شده است.
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1- مقدمه

مواد  فرآوري  خطوط  در  بار  توزيع  مرسوم،  روش‌هاي  در 
معدني بر پايه موازنه جرم و عيار بارهاي ورودي و خروجي در 
هر واحد عملياتي محاسبه مي‌شود. محاسبات موازنه جرم در 
مدارهای فرآوری، یک گام اساسی در ارزیابی و کنترل عملیات 
است. همان‌طور که بیان شد این محاسبات بر پایه قانون بقای 
جرم استوار هستند و عمدتا به محاسبه نرخ‌های جریان مواد در 
مدار می‌پردازند. به‌منظور موازنه جرم لازم است تعداد حداقلی 
از جریان‌ها ‌‌)شاخه‌ها( ‌برای اندازه‌گیری یا نمونه‌گیری مشخص 
شوند‌)محل اندازه‌گیری(‌ و سپس با توجه به داده‌های جمع‌آوری 
نیاز تعدیل برخی مقادیر  شده، محاسبات موازنه و در صورت 

اندازه‌گیری شده، انجام شود‌]1[.
همچون  اطلاعاتی  معمول  به‌طور  فرآوری،  مدارهای  در 
عیار فلز، درصد جامد و توزیع دانه‌بندی در مسیرها جمع‌آوری 
می‌شوند. سپس با استفاده از این داده‌ها و اطلاعات فراکسیون 
جرم1 در مسیرها و بهره‌گیری از ماتریس "لاگرانژ"، محاسبات 
موازنه جرم انجام و سپس خطاهای مربوط به مقادیر اندازه‌گیری 
شده‌ عیار فلز، درصد جامد و توزیع دانه‌بندی سرشکن می‌شود. 
اینکه  نخست  است:  ضروری  نکته  سه  به  توجه  اینجا  در 
نمونه-  معدنی،  مواد  فرآوری  و  جرم  موازنه  محاسبات  در 
و  می‌شود  انجام  )شاخه‌ها(  مسیرها  از  عیارسنجی  و  برداری 
غیره  و  خردایش  تجهیزات  گره‌ها‌)مانند  از  نمونه‌گیری  امکان 
هیچ‌گونه  نمی‌توان  بنابراین  ندارد.  وجود  واحد فرآوری(  در 
پیش‌بینی‌ در مورد عیار یا محتوای فلز در هر واحد از کارخانه 

فرآوری ارایه کرد.
ميزان  يا  ماند  زمان  موازنه جرم،  نکته دوم، در محاسبات 
از مسير فرآوري درنظر گرفته  توقف زماني مواد در هر واحد 
از  عملياتي  واحدهاي  از  بسياري  در  حالي‌که  در  نمی‌شود؛ 
و  فلوتاسيون  سلول‌هاي  آسيا،  و  سنگ‌شکن  واحدهاي  جمله 
از سوی دیگر در  دارد.  اهميت  مواد  ماند  زمان  انواع سرندها، 
موازنه جرم، پیش‌بینی لحظه‌ای توزین بار در هر بخش از واحد 

فرآوری غیرممکن است.
بار  کيفيت  و  کميت  بودن  غیر‌قطعی  نیز  مساله  سومین 
ورودي به یک واحد فرآوري و توزيع آن است. از این‌رو مي‌توان 

آنها را به صورت يک شاخص احتمالات در‌نظر گرفت.
براي  تصادفي2  فرآيندهاي  از  استفاده  اخير  سال  در چند 
مدل‌سازي پديده‌هايي که ماهيت تصادفي و احتمالات3 دارند 
در بخش‌های مختلف  فعالیت‌های معدنی به سرعت گسترش 

يافته است.
استفاده  آغاز  نقطه  که  مي‌دهد  نشان  موجود  منابع  مرور 
گسترده از مدل‌هاي آماري در فعالیت‌های معدني در اکتشاف 
معادن به ويژه در زمينه برآوردهای کمي و کيفي ذخاير معدني 
بوده که با ورود به عرصه مطالعات زيست محيطي ادامه يافته 
است. در بخش استخراج معدن نيز کاربرد روش‌هاي مدل‌سازي 
آماري بیشتر در زمينه برآورد ماشين‌های معدني در فعالیت‌های 

مربوط به حمل و نقل مواد معدنی  تمرکز داشته است.
بايد  نیز  معدني  مواد  فرآوري  و  کانه‌آرايي  فعالیت‌های  در 
گفت بسياري از ویژگی‌ها از جمله مقدار و عيار بار ورودي به 
با  باید  از واحدهاي فرآوری، ماهيت احتمالی دارند و   هر‌يک 
تحليل  تصادفي  فرآيندهاي  و  احتمالات  از روش‌هاي  استفاده 

شوند. 
دو  از  مارکف"4  "زنجيرهاي  تصادفي،  روش‌های  بین  در 
گرفته‌اند  قرار  محققان  توجه  مورد  و  دارند  اهميت  ديدگاه 
و  رياضي  غني  پشتوانه  و  نظريه  از  برخورداری  نخست  است: 
دوم، توانایی مدل‌سازي و تحليل بسياري از مسایل طبيعي و 

کاربردي ]2[.
براي  مارکف  زنجيرهاي  از  زیادی  کاربردهای  تاکنون 
مدل‌سازی و بهينه‌سازي در حوزه‌های مختلف به‌ویژه مهندسی 
و  عملکرد  از  نشان  که  شده  گزارش  زمین‌شناسی  و  معدن 
مذکور  سیستم‌های  شبیه‌سازی  در  روش  این  تئوری  توانایی 
"میزانو و همکاران" کاربرد زنجیره  برای مثال  است ]3-17[. 
مارکف چند‌بعدی را به منظور مدل‌سازی سینتیکی5 خردایش 
براي  مارکف  را  آن  بعدي  دو  مدل  و  دادند  قرار  بررسی  مورد 
توصيف انتقال ذرات در امتداد مختصات اصلي در يك آسيا و 

انتقال ذرات از يك بخش به بخش ديگر پیشنهاد کردند‌]4[. 
از  استفاده  با  مدل‌سازی  همکاران"‌]10،8،6[  و  "جلالی 
زنجيرهاي مارکف را براي بهينه‌سازي محدوده‌ معدن‌کاري به 
روش روباز و برآورد تعداد کارگاه‌هاي ذخيره در روش زيرزميني 
به‌کار بردند. نتایج یکی از این تحقیق‌ها نشان داد که با استفاده 
احتمال  را كه  از محدوده‌ معدن  این روش مي‌توان بخشي  از 
ساير  از  بيشتر  آن  در  استخراج  حداكثری  سود  به  دست‌يابي 

نواحی معدن است، تعيين کرد.
"محمدی و همکاران"‌ به ارزیابی و تحلیل قابلیت اطمینان 
شماره  آهن  سنگ  معدن  در  دورانی  حفاری  دستگاه‌های 
مارکف  زنجیره  مدل‌سازی  از  استفاده  با  سیرجان  گل‌گهر   1
قدرتمند  ابزار  یک  روش  این  که  دادند  گزارش  و  پرداختند 
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محاسباتی در این زمینه است و با احتمال 95/42 درصد معادل 
347 روز، حداقل دو دستگاه برای عملیات حفاری آماده به‌کار 

و در دسترس هستند‌]14[.
"یارموچ و همکاران"‌ ارزیابی موقعیت سیستم سنگ‌شکن 
را در یک معدن روباز با استفاده از این روش مورد مطالعه قرار 
ضریب  یک  با  می‌تواند  مدل  این  که  کردند  گزارش  و  دادند 
همبستگی بالا محل نصب مناسب را با توجه به احتمال خرابی 
پیشنهاد  عملیاتی  هزینه‌های  و  سرمایه  حداقل  تجهیزات، 

کند‌]15[.
روی  مدل‌های  بر  مروری  مطالعه  در  و همکاران"  "قوش 
زنجیره مارکف بیان کردند که امروزه مدل‌سازی  با بهره‌گیری 
از این روش در شاخه‌های مختلف علوم مورد استفاده قرار گرفته 
و کاربرد فراوانی در حوزه علوم زمین پیدا کرده است‌]16[. ولی 
در زمینه مهندسی معدن به‌ویژه فرآوری مواد معدنی مطالعه و 

تحقیق در  به‌کارگیری روش مذکور بسیار کم است. 
نکته مهم دیگری که در این مقاله به آن توجه شده، آن 
عملیاتی  شرایط  بررسی  در  اساسی  موارد  از  یکی  که  است 
توزیع  اثر  تحلیل  مواد معدنی،  فرآوری  مدارهای کارخانه‌جات 
واحد  هر  در  درگردش(  بار  و  ثابت  بار  ورودی‌)میزان  خوراک 
کارخانه  عملکرد  در  تعیین‌کننده‌ای  نقش  می‌تواند  که  است 
برای  روش  یک  ارایه  مقاله،  این  هدف  بنابراین  باشد.  داشته 
کارخانه‌های  واحدهای  از  یک  هر  در  ثابت  بار  میزان  تخمین 
فراوری به‌ شیوه‌ای متاثر از احتمالات و وابستگی زمانی است. 
مارکف،  زنجيرهاي  تئوري  از  بهره‌گيري  با  حاضر  پژوهش  در 
واحدهاي  از  يک  هر  به  ورودي  بارهاي  کيفي  و  کمي  مقادير 
عملياتي، به عنوان مقادير احتمالاتي و وابسته به مسير، تعیین 
توزيع  برآورد  براي  جديدي  ديدگاه  دلیل،  این  به  و  می‌شوند 
کمک  با  همچنین  است.  شده  مطرح  فرآوري  خطوط  در  بار 
شیوه مطرح شده در اين مقاله نه تنها توزيع بار بلکه احتمال 
حضور هر ذره يا کاني که مقادير آن در بار ورودي به مسيرهاي 
قابل  واحدهاي عملياتي  از  فرآوري مشخص است در هر يک 

پیش‌بینی است.
علاوه بر این با استفاده از روش ارایه شده در این مقاله،  اگر 
کارخانه به هر دلیلی متوقف شد و تجهیزات  آن نیاز به تعمیر 
تعویض داشتند، می‌توان پیش‌بینی کرد که در هر واحدی  و 
چه‌قدر تناژ وجود دارد؛ به عنوان مثال، در صورت شکسته شدن 
لاینر آسیای گلوله‌ای، می‌توان تخمین زد چند تن ماده معدنی 

باید از آسیا خارج شود تا بتوان لاینر را تعویض کرد.

با مطالعه موردی، روش توسعه داده شده  این تحقیق  در 
بر روی مسیر فرآوری کارخانه‌ سنگ آهن چادرملو پیاده‌سازی 

می‌شود.

2- مباني و مفاهيم زنجيرهاي مارکف

از  استفاده  بر  مقاله  اين  در  تشريح‌شده  روش  كه  آنجا  از 
الگوهاي احتمالات و فرآيندهاي تصادفي به ويژه مفاهيم نظريه 
ابزارهاي  از  بعضي  آغاز  در  است،  استوار  ماركف  زنجيرهاي 
ضروري براي درك چگونگي مدل‌سازي و روش تحليل مدل، 

مرور و تعريف دقيق آنها ارایه مي‌شود.

2-1- فرآيندهاي تصادفي

از رخدادها است كه هر  يك فرآيند تصادفي، مجموعه‌اي 
رياضي،  بيان  به  هستند.  معين  وقوع  احتمال  يك  داراي  يك 
مجموعه }Ni{ كه در آن i متغيري از ميان اعضاي مجموعه 
ناميده  تصادفي  متغيرهاي  مجموعه  است،   I={0,1,2,..}
که  خود  حالت6  فضاي  توسط  تصادفي  فرآيندهاي  مي‌شود. 
 Ni براي متغيرهاي تصادفي  در واقع محدوده مقادير محتمل 

به‌شمار می‌روند، مشخص مي‌شوند ]18[.
به  فرآوري  فرآيند  مسير  از  بخش  هر  ابتدا  مقاله  اين  در 
بار  توزيع  برآورد  سپس  و  تعريف  تصادفي  فرآيند  يك  عنوان 
ماركف  زنجيرهاي  از  استفاده  با  فرآيند  در مسيرهاي مختلف 

بررسي شده است.

2-2- بردارها و ماتريس‌هاي تصادفي

 nn× اگر u يك بردار با n مولفه و A يك ماتريس مربع
n×1  است.  ×Au نيز يک ماتريس باشد، آن‌گاه حاصل‌ضرب 
u≠0 در A از طرف چپ، u را تغيير ندهد، در اين  اگر ضرب 

حالت u بردار ثابت7 يا )نقطه ثابت( A ناميده مي‌شود ]19[. 
) نامنفي و مجموع  )nuuuu ,...,, 21= اگر مولفه‌هاي بردار‌
 ( )ijpP = آنها برابر1 باشد، u بردار احتمال8 و ماتريس مربع 
که تمام سطرهاي آن بردار احتمال باشند، ماتريس تصادفي9 

ناميده مي‌شود.
ماتريس تصادفي P در صورتي‌که درايه‌هاي هر تواني از آن 
mP مثبت باشد، ماتريس تصادفي منظم10 ناميده مي‌شود.  مثل
 P آنگاه  شود،  گرفته  نظر  در  منظم  تصادفي  ماتريس   P اگر 
t است که همه مولفه‌هاي  ثابت منفرد11  بردار احتمال  داراي 
به   P توان‌هاي  از   ,...,, 32 PPP رشته  و  هستند  مثبت  آن 
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ماتريس T که هر کدام از سطرهاي آن يک بردار ثابت t است، 
ميل مي‌كند ]19[.

2-3- زنجيرهاي ماركف 

اين  با  تصادفي  فرآيند  يک   { }iN مارکف  زنجير  فرآيند 
 ih > براي   hN و   iN شده  داده  مقادير  که  است  ويژگي 
ij قرار نمي‌گيرد. به عبارت  < jN براي  تحت تاثير مقادير 
به  تنها  دیگر  حالت  به  حالت  یک  از  انتقال  احتمال  ديگر، 
آخرین اطلاعات گذشته که در مورد فرآیند وجود دارد، بستگی 

دارد‌]20[. 
با توجه به تعاريف فوق، زنجيره رخدادهايي كه نتايج آنها 
می‌کنند،   برآورده  را  زير  ويژگي  دو   ,...,, 321 NNN نظير 

زنجير ماركف ناميده مي‌شوند:
نتايج  از  به يک مجموعه متناهي  نتيجه هر رخداد  الف(   
} به نام "فضاي حالت دستگاه" تعلق داشته  }msss ,...,, 21 مثل 
گفته  باشد،   is آزمايش nامين  نتيجه  اگر  عبارتی  به  باشد. 
مي‌شود که سيستم در زمان n يا در nامين مرحله در حالت 

is قرار دارد.
ب( نتيجه هر رخداد فقط به نتيجه رخداد بلافاصله ماقبل 
آن )و نه هيچکدام از رخدادهاي قبلي( وابسته باشد. در واقع، 
(، احتمال معيني مثل  ji ss , براي هر زوج از حالت‌ها، نظير )

is رخ دهد. js بلافاصله بعد از pij  وجود دارد به‌طوري كه

را   js is به از حالت انتقال دستگاه  pij  كه احتمال  اعداد 
يك  با  و  مي‌شوند  خوانده  انتقال"  "احتمال  مي‌دهند،  نشان 
آرايش ماتريسي به‌نام ماتريس انتقال، به شكل زير نمايش داده 

مي‌شود.
انتقال  ماتريس  iام  ، سطر  is حالت  هر  به  ترتيب  اين  به 
اگر دستگاه  ، متناظر مي‌شود.  ),...,,( 21 imii ppp P، يعني 
is باشد، آن‌گاه اين سطر برداري، همه نتايج محتمل  در حالت
در آزمايش بعدي را ارایه خواهد كرد و ابه این دلیل يك بردار 

احتمال به حساب مي‌آيد‌]18[. 
درايه pij  در ماتريس انتقال P از زنجير مارکف، به معني 
يك  از  بعد  دقيقاً   js به  is حالت از  دستگاه،  تغيير  احتمال 
از  تغيير دستگاه  يافتن احتمال  اگر هدف  تغيير است.  مرحله 
P(n( مرحله باشد، بايد  ماتريس n ًبعد از دقيقا js is به حالت

زنجير  فرآيند  در  شود.  ايجاد  مرحله‌اي   n انتقال  ماتريس  يا 
مارکف، با فرض اينك‌ه P ماتريس انتقال تك مرحله‌اي است، 

ماتريس انتقال n مرحله‌اي برابر با توان nام P خواهد بود.

مارکف،  زنجير  براي   P انتقال  ماتريس  گرفتن  نظر  در  با 
دهد  رخ   js حالت طولاني،  زمان  گذشت  با  اين‌که  احتمال 
 P درماتريس t از بردار احتمال ثابت منفرد  tj تقريبا با مولفه
برابر است. در این صورت ملاحظه مي‌شود که اثر حالت اوليه 
يا توزيع احتمال اوليه فرآيند به تدريج با افزايش تعداد مراحل 
"زنجير  ماندار12  توزيع  حالت  اين  به  مي‌رود.  بين  از  فرآيند، 

مارکف" گفته مي‌شود‌]18[.

3- مدل‌سازي مسير فرآوري

امروزه شبیه‌سازی، ابزار بسیار مناسبی برای بررسی مسیر 
تولید در یک کارخانه است‌]21[. در یک واحد فرآوري اجزاي 
كارخانه و ارتباط بين آنها را مي‌توان با استفاده از يك گراف 
 1 شكل  در  كه  همان‌طور  داد.  نشان  موزون14  و  جهت‌دار13 
يال  تعدادي  و  گره  سري  يك  از  گراف  هر  مي‌شود،  ملاحظه 
بين گره‌ها است، تشكيل مي‌شود. هر  ارتباط  نشان‌دهنده  كه 
يال، يك جهت مشخص و يك مقدار مشخص كه نشان دهنده 
با خود به همراه دارد. مسیر به  وزن بين دو گره است را نيز 
مجموعه‌اي از گره‌ها در هر گراف در شرايطي كه از هر گره به 
می‌شود‌]19[.  گفته  باشد،  داشته  وجود  يال  يك  بعدي،  گره 
 ،1 شكل  در   }1,  2,  3,  4, گره‌هاي}5  مجموعه  بنابراين، 

نشان‌دهنده يك مسير هستند. 
از  عملياتي  واحد  يك  نشان‌دهنده  گره،  هر  گراف  اين  در 
كارخانه فرآوري و هر يال، مشخصك‌ننده مسير فرآوري بين دو 

گره مفروض است.

بر  تن  بر حسب  يال  هر  از  عبوري  مواد  وزن   1 در شكل 
ساعت درج شده است. طبيعي است كه در اين شرايط با توجه 
به وزن يال‌ها، بر اساس روش‌هاي مرسوم، مي‌توان مقدار مواد 
ورودي و خروجي به هر گره كه در واقع يك واحد عملياتي از 
مسير فرآوري كارخانه است را محاسبه کرد. همچنين با توجه 
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به جهت يال‌ها، مي‌توان محل‌های ورود خوراك به كارخانه و 
عنوان خروجي‌هاي گراف  به  را  و كنسانتره  باطله  مواد  دپوي 
مشخص كرد. در اين شكل، گره 1، مشخصك‌ننده محل ورود 
خوراك به كارخانه و گره‌هاي 4و5 به ترتيب محل‌هاي خروج 

باطله و كنسانتره در خط فرآوري است.
هر  كه  مي‌شود  مشخص  شده،  ذكر  موارد  به  توجه  با 
فرآوري،  از يك كارخانه  گره در يك گراف شبيه‌سازي شده 
ماركفي  دستگاه  يك  از  حالت  فضاي  يك  بيان‌گر  مي‌تواند 
باشد. در اين شرايط، وزن هر يال را نيز مي‌توان به عنوان وزن 
مواد عبوري در يك مسير از يك گره به گره ديگر شبيه‌سازي 
کرد و هر واحد از زمان را بر حسب ساعت به عنوان مجموعه 
گرفت.  نظر  در  تصادفي  فرآيند  يك  در   ...},2,1,0{=I
بنابراين با گذشت زمان و به ازاي هر يك از اعضاي مجموعه 
را  آن  مقدار  كه  مي‌شود  ايجاد   iN تصادفي  متغير  يك   ،I
بر روي هر  از هر گره  با درصد مواد عبوري  مي‌توان متناظر 

يال فرض کرد.
در هر واحد زماني، با پیشروی دستگاه ماركفي، يك توزيع 
جديد از بار ورودي بر روي هر يك از  گره‌ها به‌وجود مي‌آيد. با 
گذشت زماني طولاني، دستگاه به حالت توزيع ماندار مي‌رسد 
و توزيع بار در هر گره از گراف يا به عبارت ديگر در هر يك از 

واحدهاي عملياتي كارخانه فرآوري مشخص مي‌شود.
براي محاسبه توزيع ماندار زنجير ماركف بر روي يك گراف 
در  كه  ماركف  زنجير  مرحله‌اي   n توزيع  بايد  مدل‌سازي‌شده، 
آن n به سمت بي‌نهايت ميل مي‌كند را محاسبه کرد. بنابراين 
اگر بخواهیم مدل با يك مقدار ورودي مشخص، در بي‌نهايت 
مرحله اجرا شود، لازم است با توجه به اصل موازنه جرم، بارهاي 
خروجي مدل را با هم تركيب و به عنوان بار ورودي وارد گراف 
مدل‌سازي‌شده کنیم. شكل 2، اصلاح شده گراف شكل 1 را بر 
اساس اصل موازنه جرم و به‌منظور دست‌‌يابي به توزيع ماندار 

در زنجيرهاي مارکف نشان مي‌دهد.
لازم به‌ذکر است چون داده‌های توزیع پایدار )ماندار( بار در 
هر یک از گره‌ها )تجهیزات فرآوری( توسط فراکسیون جرمی 
هر یک از شاخه‌ها به‌دست آمده‌ و مقادیر دقیق و بدون خطا 
دقیق  نیز  مارکوف  روش  از  آمده  به‌دست  داده‌های  هستند، 

بوده‌اندو نیاز به موازنه جرم ندارند. 
اكنون مي‌توان ماتريس انتقال متناظر با گراف شكل 2 را 
كه در آن هر درايه، نشان‌دهنده احتمال انتقال دستگاه از يك 

حالت به حالت ديگر است را تشكيل داد.

ماتريس انتقال ‌P متناظر با گراف مذكور در زير مشاهده 
مي‌شود )رابطه 1(.

با توجه به معادله 2، مقادير بردار ‌t كه نشان‌دهنده احتمال 
پايدار‌ماندن دستگاه در هر يك از مراحل است، به ترتيب زير 

قابل محاسبه است )رابطه 3(.

ix مقادير احتمال پايداری دستگاه در هر مرحله   كه در آن 
يا به عبارت ديگر نشان‌دهنده درصد بار موجود در هر مرحله 

از مسير فرآوري است.
جواب‌هاي معادله فوق را با توجه به اينكه بردار t يك بردار 
احتمال است و مجموع درايه‌هاي آن برابر با يك است، مي‌توان 

محاسبه کرد. بر‌اين اساس درايه‌‌هاي اين بردار عبارتند از:

كارخانه  خوراك  ميزان  در  فوق  مقادير  ضربك‌ردن  با 
فرآوري، مي‌توان توزيع بار در هر يك از اجزاي كارخانه را بر 
حسب 100 واحد از بار ورودي محاسبه کرد. در ادامه مقادير 
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شكل 2: گراف اصلاح شده شكل 1
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بار در هر يك از اجزاي كارخانه فرآوري آورده شده است.

احتمال حضور يک  اين روش همچنين مي‌توان  کاربرد  با 
کاني که مقدار آن در بار ورودي مشخص است را در هر مرحله 
از فرآيند برآورد کرد. طبيعي است در اين حالت‌ها بايد احتمال 
ديگر  فرآوري  واحد  به  واحد  يک  از  کاني  تک‌مرحله‌اي  انتقال 
انجام  با  مرحله  هر  در  مي‌توان  را  احتمال  این  باشد.  مشخص 
مطالعات آزمايشگاهي، نيمه‌صنعتي و يا حتي در زمان بهره‌برداري 

از کارخانه فرآوري با نمونه‌گيري‌هاي مناسب محاسبه کرد.

4- بررسي كمّي توزيع بار در مسير فرآوري سنگ آهن 
چادرملو 

معدن  آهن  سنگ  فرآوري  عمليات  روندنماي   ،3 شکل 
چادرملو با ظرفيت فرآوري 392 تن بر ساعت را نشان می‌دهد 

 .]22[
در اين شكل، وزن مواد مربوط به هر مرحله نيز درج شده 
منتقل  خردايش  واحد  به  كه  استخراجي  معدني  مواد  است. 
ابعاد  به  ژيراتوري  سنگ‌شكن  دستگاه  يك  توسط  می‌شوند، 
كمتر از 30 سانتي‌متر شكسته و مواد خردشده پس از عبور از 

w1=27, w2=27, w3=18.9, w4=13.5, w5=13.5
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شکل 3: مسیر كارخانه فرآوري سنگ آهن چادرملو ]22[



111 دوره پنجم، شماره 2، تابستان 1399

                                                                  نشريه مهندسی منابع معدنی                                  برآورد احتمالاتی توزیع بار در واحدهای فرآوری مواد معدنی...                                                                                                                     

سنگ‌شكن،‌ توسط دستگاه انباشتك‌ننده15 به دو انبار موازي، 
هدایت مي‌شوند.

پنجره‌اي16  برداشت  روش  به  همگن‌سازي  از  پس  مواد 
توسط دستگاه برداشتك‌ننده17 و به وسیله مجموعه‌اي از نوار 
توليد  ابتدای هر خط  به سيلوهاي 1000 تني که در  نقاله‌ها 
كارخانه قرار دارد، منتقل مي‌شوند. مواد وارد شده به داخل اين 
سيلوها، توسط چهار فيدر لرزان كه در زير سيلو قرار دارند بر 
روي نوار نقاله‌اي که خوراك اصلي آسياي نيمه خودشكن18 را 

تامين ميك‌ند، ريخته مي‌شوند.
به دستگاه  نيمه‌ خودشكن  آسياي  از  دانه‌ريز حاصل  مواد 
اين  مي‌شوند.  هدايت  پايين19  شدت  مغناطيسي  جداكننده 
دستگاه داراي سه استوانه است و مواد پس از ريخته شدن بر 
روي آن، تحت تاثیر ميدان مغناطيسي به دو محصول تبدیل 

می شوند. 
محصول اول كه بیشتر منيتيت است، براي آخرين مرحله 
پايين  شدت  مغناطيسي  جداكننده  مرحله  وارد  فسفرزدايي، 
تميزکننده20 مي‌شود. این جداکننده‌ها، سه رديف سه تايي )9 
عدد( هستند و به صورت تر كار ميك‌نند. محصول اين مرحله 

وارد تانك كنسانتره منيتيتي مي‌شود. 
وارد  پايين،  شدت  مغناطيسي  جداكننده  دوم  محصول 
با شدت  بالا21 مي‌شود. اين دستگاه  سيستم جداكننده شدت 
ميدان 4500 تا5000 گوس22 كار ميك‌ند. خروجی اين دستگاه 

داراي دو محصول مجزا است: 
الف( جريان بالاسري يا هماتيت

ب( جريان زيري يا آپاتيت
مكنده23  يك  توسط  هماتيتي  جريان  يا  بالاسري  جريان 
جريان  مي‌شود.  سيكلون  وارد  پمپي  وسیله  به  و  جمع‌آوري 
مواد دانه‌ريز يا سرريز سيكلون نیز وارد تيكنري از نوع لاملا24 
صفحه‌اي مي‌شود. مواد پس از جمع‌شدن در يك تانك، توسط 
هماتيت  فسفرزدايي  فلوتاسيون  سلول  سمت  به  پمپ  يك 
غلظت  افزايش  برای  مرحله  اين  كنسانتره  مي‌شوند.  هدايت 
تانك  راه  از  نیز  تيكنر  ته‌ريز  تيكنر لاملا مي‌شود.  وارد  جامد، 
واسطه‌اي كه مجهز به همزن است، به تانك كنسانتره منيتيتي 
اين تانك براي آبگيري، وارد  منتقل مي‌شود. مواد موجود در 
چهار  توسط  فيلتراسيون  عمل  مي‌شوند.  فيلتراسيون  مرحله 
فيلتر صورت مي‌گيرد. كنسانتره توليدي حاصل از فيلتراسيون، 
حداكثر  رطوبت  با  كه  است  منيتيت  و  هماتيت  از  مخلوطي 
10% بر روي نوار نقاله‌اي ريخته و سپس به سيلوهاي كنسانتره 

منتقل مي‌شود.
جريان زير يا جريان آپاتيت، جريان ته‌ريز جداكننده شدت 
بالا است كه پس از جمع‌شدن در يک تانك، توسط پمپ به 
سيستم فلوتاسيون آپاتيت منتقل مي‌شود. كنسانتره حاصل از 
مرحله فلوتاسيون به تيكنر هدایت و پس از آبگيري، به غلظت 
تان‌كهايي  وارد  نیز  تيكنر  ته‌ريز  مي‌رسد.  جامد   %70 معادل 
و  نگه‌دارنده  به‌عنوان  تان‌كها  اين  مي‌شود.  همزن  به  مجهز 
این  آپاتيت عمل می‌کنند. در  فيلتر خشك‌كن  خورا‌كدهنده 
مرحله، مواد با رطوبت حداكثر 10% به وسيله يك نوار نقاله به 

سمت سيلوي ذخيره كنسانتره آپاتيت منتقل مي‌شوند. 
هماتيت  فلوتاسيون  سلول‌هاي  نامطلوب  محصول‌هاي 
تانك  به  تيكنر  محصول  مي‌شوند.  تيكنر  وارد  هم   آپاتيت  و 
ديگري منتقل مي‌شود كه پس از بازيافت آب، محصول به‌دست 
نیز  باطله  انتهامحصول  در  بازمي‌گردد.  فرآوري  مدار  به  آمده 

توسط يك پمپ به سد باطله منتقل مي‌شود ]22[. 
در  داده شده  نشان  گراف   ،3 روندنماي شكل  به  توجه  با 
شكل 4، ترسيم شده است. در اين گراف، هر گره نشان‌دهنده 
يک مرحله از كارخانه و هر يال به همراه وزن آن، نشان‌دهنده 
جهت مسير عبور بار و احتمال عبور بار از آن مسير است. با 
در نظر گرفتن روندنما و گراف متناظر با آن، مي‌توان احتمال 
انتقال بار از هر جزء از خط فرآوري به اجزاي ديگر را بر اساس 
موازنه جرم محاسبه کرد. براي مثال ‌100 درصد بار ورودي از 
مرحله 6 به مرحله 7 انتقال مي‌يابد. بنابراين در ماتريس انتقال 
مشابه،  صورت  به  مي‌شود.  درج  یک  رقم  مربوطه،  درايه  در 
به  به مرحله5 رسيده است، 51/43 درصد  باري كه  از ميزان 
مرحله6 و 48/57 درصد به مرحله 9 منتقل مي‌شود. با بررسي 
از مراحل فرآوري در گراف شكل 4، مي‌توان ماتريس  هریک 
انتقال متناظر با آن را به صورت ماتريس شکل 5 تعريف کرد.

اكنون مي‌توان توزيع ماندار زنجير ماركف يعني بردار ثابت 
ماتريس انتقال كه هر يك از درايه‌هاي آن درصد حضور بار يا 
به عبارت ديگر توزيع بار در هر مرحله از مسير فرآوري را نشان 

مي‌دهد، محاسبه کرد )رابطه 4(:

از طرفي با توجه به اينكه بردار t يك بردار احتمال است 
)رابطه 5(:
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با حل دستگاه معادلات بالا، مقادير بردار ‌t كه نشان‌دهنده 
است،  مراحل  از  يك  هر  در  دستگاه  ماندن  پايدار  احتمال 

 محاسبه مي‌شود:
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شکل 4: شبيه‌سازي روندنماي شكل 3 با استفاده از گراف جهت‌دار موزون
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شکل 5: ماتريس انتقال متناظر با گراف شکل 4
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با ضربك‌ردن مقاديرt در ميزان خوراك كارخانه، توزيع بار 
در هر يك از اجزاي كارخانه فرآوري به نسبت 392 تن از بار 

ورودي به شرح زیر برآورد مي‌شود:

در این مرحله می‌توان در صورت خرابی هر واحد و یا توقف 
کارخانه به هر دلیلی، میزان تناژ موجود در هر واحد را تعیین کرد. 
عیار متوسط بار ورودی به خطوط فرآوری در معدن سنگ 
بار  این صورت،  در  است.  متوسط، %54  به‌طور  آهن چادرملو 
ورودی حاوی 211/6 تن فلز محتوی خواهد بود. با این شرایط 
و بر اساس محاسبات انجام شده، توزیع فلز محتوی در واحدها 

را می‌توان به شرح زیر پیش‌بینی کرد: 
- جداکننده‌های مغناطیسی شدت‌پایین: 63/8 تن،

- جداکننده‌های مغناطیسی شدت‌پایین کلینر: 25/1 تن، 
- تیکنر: 9/9 تن، 

- تیکنرهای لاملا: 17/7 تن، 
- سلول‌های فلوتاسیون: 22/7 تن، 

- فیلتر خلا کنسانتره آهن: 24/6 تن، 
- فیلتر خلا آپاتیت: 6/6 تن و 

- واحدهای خردایش: 41/2 تن. 

5- نتيجه گیری 

در  معدنی،  مواد  فراوری  در  جرم  موازنه  محاسبات  در 
و  سنگ‌شکن  واحدهاي  همچون  عملياتي  واحدهاي  خصوص 
آسيا، سلول‌هاي فلوتاسيون و انواع سرندها، هیچ‌گونه اطلاعاتی 
در مورد زمان ماند مواد، مقدار بار در هر لحظه از زمان و عیار 
یا محتوای فلز بار وجود ندارد. در اين مقاله با استفاده از مدل 
زنجیرهای مارکف، توزيع بار در هر يک از واحدهاي فرآوري و 
يا احتمال حضور هر ذره يا کاني که مقادير آن در بار ورودي 
به کارخانه فرآوري مشخص است را مي‌توان برآورد کرد. روش 
ارایه‌شده می‌تواند با بهره‌مندي از پشتوانه غني رياضي با کاربرد 
و  بار  توزيع  پیش‌بینی  به  احتمالات،  تحليل‌هاي  و  شاخص‌ها 
بپردازد  مواد معدني  فرآوري  بزرگ  فلز محتوی در مسيرهاي 

و در صورت توقف کارخانه و لزوم تعمیر و تعویض تجهیزات، 
می‌توان پیش‌بینی کرد که در هر واحد چقدر تناژ وجود دارد و 
به چه میزان تخلیه بار مورد نیاز است. با کاربرد مدل زنجیرهای 
چادرملو،  آهن  سنگ  فرآوری  کارخانه  مدار  روی  بر  مارکف 
میزان توزیع بار ثابت در هر یک از واحدهای کارخانه، با توجه 
به 392 تن بار ورودی تخمین زده ‌شده است. بر این اساس، 
ماده  تن  با 118  واحد جداکننده‌های مغناطیسی شدت‌پایین 
معدنی و 64 تن فلز محتوی و واحد خردایش با 76 تن ماده 
معدنی و 41 تن فلز محتوی به ترتیب، بیشترین تناژ را در خود 
جای داده‌اند. همچنین واحد فیلتر خلا آپاتیت با 12 تن ماده 
معدنی و 6/5 تن فلز محتوی، کمترین تناژ را دارا است. نتایج 
شبیه‌سازی نیز می‌تواند علاوه بر تخمین میزان بار ثابت و شیوه 
توزیع آن‌ها در هر یک از واحدها، در تعیین میزان بار درگردش 

نیز بسیار مفید باشد.
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Abstract: In the conventional mass balance methods, sampling are carried out to determine the metal 
content, solid percentage and particle size distribution in the paths (branches) and ultimately the corresponding 
errors are dispersed. In these methods, there is no information about the amount of feed and the grade (or the 
metal content) at any moment of time for each mineral processing unit (plant equipment). Thus, in this paper, 
the quantitative and qualitative values of input feed to each of the operating units in the processing paths were 
probabilistically investigated using stochastic process theory, and consequently the load distribution in these 
units was estimated. For this purpose, the processing plant was firstly modeled as a directional and balanced 
graph. In this graph, each node represents an operating unit and each edge displays a path between two units. 
The weight of each edge also indicates the passing material weight from the node to another node, which is 
assigned as a random variable at a specified interval. After modeling the process, the obtained graphical model 
containing random parameters was analyzed using Markov chain theory. Applying the philosophy outlined in 
this paper, not only the load distribution, but also the presence probability of each particle or mineral in each of 
the operational units of the processing plant can be predicted. It is also possible to estimate the tonnage in each 
unit when the plant is shut down and even the necessary steps are provided to discharge them. In this research, 
Chadormalu iron ore processing line was modeled using method presented and the results were analyzed and 
thereafter were reported using probabilistic parameters.

Keywords: Mineral processing, Feed distribution, Modeling, Stochastic processes, Markov chain.

INTRODUCTION 
The purpose of this paper is to present a methodology including the probabilistic and time-dependent 
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properties for estimating the fixed load value in each mineral processing plant unit. With the help of this 
methodology, not only the feed distribution, but also the probability of the presence of any particle or 
mineral, which their values are specified at the input load to the processing paths can be estimated in each 
operating unit. In addition, the tonnage available in each unit can be predicted using the presented method 
at the plant stop times. Also, the tonnage value available in each unit can be predicted when the plant stops 
for any reason and the equipment needs repair and replacement. The methodology developed in this paper 
is implemented on Chadormalu iron ore processing plant as a case study.

Mizonov et al. investigated the application of multidimensional Markov chain for kinetic modelling 
of comminution. They suggested a two-dimensional Markov chain model to describe particle transport 
along the main coordinates in a mill and particle transport from one sector to another [1]. Jalali et al. [2] 
applied Markov Chain Modelling to optimize open pit mining confine and to estimate the number of stopes 
in underground mining. Yarmuch et al. studied the position of crusher systems in an open pit mine using 
Markov chains [3]. Ghosh et al. reviewed Markov chain models and expressed that nowadays Markov 
chain modelling is used in various branches of science and is widely received the numerous applications in 
the field of earth sciences [4].

METHODS
In present paper, the quantitative and qualitative values of input loads at each operational unit are 

determined using Markov chain theory as probabilistic and path-dependent values. For this purpose, firstly, 
each section of the mineral processing path is defined as a random process, and then the estimation of the 
load distribution in different paths is examined using Markov chains. In each mineral processing plant, the 
components of the plant and their relationship can be represented using a directed and weighted graph. Each 
graph is made up of a series of nodes and a number of edges, which indicate the relationship between the 
nodes. Each edge also has a specific direction and a value that represents the weight between two nodes. 

In this graph, each node represents an operating unit in the mineral processing plant, which indicates 
a state of a Markovian system, and each edge depicts the processing path between two nodes assumed. 
The weight of each edge can be also simulated as the passing material weight in a path from a node to 
another. Each unit of time is regarded as a set of ...},2,1,0{=I  in a random process in term of hours. 
Therefore with prolonging time, a random variable of Ni is generated for each member of set I, which its 
value can be assumed corresponding to the passing material percentage from each node. At each time unit, 
the Markovian device goes one step further and a new distribution of the input load is generated on each 
node. The device returns to its steady state distribution with prolonging time. Thus, the load distribution 
is determined at each node of the graph or, in other words, at each operating unit of the processing plant.

FINDINGS AND ARGUMENT
The graph shown in Figure 1 was plotted according to the Chadormalu mine iron ore processing plant 

with a processing capacity of 392 tons per hour. Considering this graph, the probability of load transfer 
from any component of the processing line to the other can be calculated based on the mass balance. For 
example, 100% of the input load is transferred from step 6 into step 7. Therefore, the corresponding element 
in the transfer matrix is inserted equal to 1. Similarly, 51.43 and 48.57% of the load reached to stage 5 is 
transferred to stage 6 and 9, respectively. According to the graph of Figure 1, with investigating each stage 
of the processing plant, the corresponding transfer matrix can be defined as the matrix of Figure 2. 

Now, Markov chain steady distribution (the constant vector of the transfer matrix) can be calculated 
using equations 1 and 2. In this matrix, each element represents the percentage of present load, or in other 
words, the load distribution at each stage of the processing path. 

 
 twt    

 121110987654321 xxxxxxxxxxxxt   

 
1

1
n

i
i

x



 

)1(

)2(



117

Journal of Mineral Resources Engineering (JMRE)                                                                   

28

In terms of the input load of 392 tones, the load distribution in each component of the processing plant 
is estimated as follows:

Now, it is possible to determine the amount of tonnage in each unit when each unit destroys or the 
factory stops for any reason.
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Figure 1. Simulation of Mineral Processing Plant Using directed weighted Graph
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Figure 2. Transfer matrix corresponding to graph of Figure 1
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The average grade of input load to the processing plant at Chadormalu iron ore mine is 54%. Therefore, 
the input load will contain 211.6 tons of metal. In this state, based on the calculations, the distribution of 
metal content in the units can be predicted as follows:

-	 Low intensity magnetic separator 63.8 ton, 
-	 Low intensity magnetic separator of cleaner stage 25.1 ton,
-	 Thickener 9.9 ton,
-	 Lamella thickeners 17.7 ton,
-	 Flotation cells 22.7 ton, 
-	 Vacuum filter for iron concentrate24.6 ton, 
-	 Apatite vacuum filter 6.6 ton, 
-	 Comminution units 41.2 ton

CONCLUSIONS
In this paper, the load distribution in each processing unit or the probability of the presence of any 

particle or mineral was estimated using Markov chain model. The proposed method could predict the load 
distribution and metal content in large paths of mineral processing plant applying a rich mathematical 
support and probabilistic analysis. In this regards, when the plant stops and the equipment needs repair and 
replacement, it could be predicted how much tonnage there was in each unit and how much discharge was 
required. Applying Markov chain model on the circuit of the Chadormalu iron ore processing plant, the 
value of load distribution was estimated in each plant unit based on 392 tons of input feed. Accordingly, low 
intensity magnetic separator unit with 118 tons of minerals and 64 tons of metal content and the crushing 
unit with 76 tons of minerals and 41 tons of metal content had the highest tonnage, respectively. Also, 
apatite vacuum filter unit with 12 tons of minerals and 6.5 tons of content metal had the lowest tonnage.
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